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Àêèìóøêèí Âàñèëèé Àëåêñàíäðîâè÷,
Ïîçäíÿêîâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷

ÄÅÐÅÂÎ.  ÎÑÒÎÂÍÎÅ ÄÅÐÅÂÎ.  ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÈÌÀ

Ãðàôû, ñ êîòîðûìè ìû óæå ïîçíàêîìè-
ëèñü, ìîãóò íåñòè áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì
òîëüêî óêàçûâàòü îòíîøåíèå ìåæäó îáúåê-
òàìè. Íàïðèìåð, ñõåìà äîðîã (ðèñ. 1), êðî-
ìå óêàçàíèÿ, êàêèå ïóíêòû ñîåäèíåíû äî-
ðîæíûì ñîîáùåíèåì, ìîæåò ñîäåðæàòü èí-
ôîðìàöèþ î ðàññòîÿíèè ìåæäó ïóíêòàìè.

Äëÿ òàêèõ ãðàôîâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ
âçâåøåííûìè èëè íàãðóæåííûìè, ìîæíî
ïîñòàâèòü ðàçëè÷íûå îïòèìèçàöèîííûå çà-

Ðèñ. 1

äà÷è. Íàïðèìåð, îïðåäåëèòü, êàêèå äîðîãè
íóæíî îòðåìîíòèðîâàòü â ïåðâóþ î÷åðåäü,
òàê ÷òîáû âñå ïóíêòû áûëè ñîåäèíåíû îò-
ðåìîíòèðîâàííûìè äîðîãàìè, à ñðåäñòâ íà
ðåìîíò äîðîã áûëî ïîòðà÷åíî êàê ìîæíî
ìåíüøå. Èëè, êàê â ïðåäëàãàåìîì íèæå ñþ-
æåòå, ñîåäèíèòü íàñåëåííûå ïóíêòû îïòî-
âîëîêíîì ñ ìèíèìàëüíîé çàòðàòîé ñðåäñòâ.
Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñðåäñòâ íà ðå-
ìîíò äîðîã èëè ïðîêëàäêó îïòîâîëîêíà ïðî-
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Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

ïîðöèîíàëüíî äëèíàì äîðîã, òî çàäà÷ó ìîæ-
íî ïîñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âî âçâåøåííîì ãðàôå íàéòè ïîäìíîæå-
ñòâî ðåáåð, êîòîðûå ñîåäèíÿþò ìåæäó ñî-
áîé âñå âåðøèíû è ñóììà âåñîâ êîòîðûõ ìè-
íèìàëüíà.

Íà ðèñ. 2à  èçîáðàæåí ãðàô, äëÿ êîòîðî-
ãî ìû õîòèì íàéòè ìíîæåñòâî ðåáåð ñ ìè-
íèìàëüíîé ñóììîé, ïî êîòîðûì ìîæíî áûëî
áû äîáðàòüñÿ îò ëþáîé âåðøèíû äî ëþáîé.

Íà ðèñ. 2á èçîáðàæåíî íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âñå âåðøèíû
ãðàôà (ñóììà ðåáåð ðàâíà 49). Îäíàêî îíà
íå ìèíèìàëüíà: ìû ìîæåì çàìåíèòü ðåáðî
BF ðåáðîì AB, è ñóììà óìåíüøèòñÿ íà 3.

Íà ðèñ. 2â â òðåóãîëüíèêå ABC ëþáîå èç
ðåáåð ìîæíî óáðàòü, íå íàðóøèâ äîñòèæè-
ìîñòè âåðøèí äðóã èç äðóãà. Âûãîäíåå âñå-
ãî óáðàòü ðåáðî BF, òîãäà ïîëó÷èòñÿ ãðàô,
èçîáðàæåííûé ïîñëåäíèì. Ñóììà åãî ðåáåð
43 è ñ ìåíüøåé ñóììîé ïîñòðîèòü íå óäàñ-
òñÿ.

Ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â âûäå-
ëåííîé ñèñòåìå äîðîã íå äîëæíî áûòü öèê-

ëîâ. Òàêîé ãðàô, â êîòîðîì âñå âåðøèíû äî-
ñòèæèìû äðóã èç äðóãà, à öèêëîâ íåò, íà-
çûâàåòñÿ äåðåâîì (äåéñòâèòåëüíî, îí ïîõîæ
íà äåðåâî). Åñëè â íåãî ïîïàäàþò âñå âåð-
øèíû ãðàôà, òî äåðåâî íàçûâàåòñÿ îñòîâ-
íûì, èëè êàðêàñîì ãðàôà.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü íàøó
çàäà÷ó òàê:

Äëÿ çàäàííîãî âçâåøåííîãî ãðàôà íàé-
òè îñòîâíîå äåðåâî ñ ìèíèìàëüíîé ñóììîé
âåñîâ èëè, êîðî÷å, � ìèíèìàëüíîå îñòîâíîå
äåðåâî.

Àëãîðèòì Ïðèìà, ñ êîòîðûì âû ïîçíà-
êîìèòåñü íà ýòîì çàíÿòèè, èñïîëüçóåò çàìå-
÷àòåëüíîå ñâîéñòâî îñòîâíîãî äåðåâà.

Åñëè ðàçäåëèòü âñå âåðøèíû ãðàôà íà
äâà ïîäìíîæåñòâà (ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì)
è âûäåëèòü âñå ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøè-
íû ýòèõ ïîäìíîæåñòâ, òî ìèíèìàëüíîå èç
ýòèõ ðåáåð îáÿçàòåëüíî âîéäåò â îñòîâíîå
äåðåâî!

 Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî áóäåò íå òàê
(íàïðèìåð, íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ðàçáîð ïðèìå-

à) á) â) ã)
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Ðèñ. 4

ðà 1 á), òî,  êîãäà ìû ðàçäåëèëè âåðøèíû íà
ãðóïïû {A, B, D, E, F} è {C}), èç ñîåäèíÿþ-
ùèõ èõ ðåáåð BC, CF è CD âûáðàííûì îêà-
çàëîñü íå ìèíèìàëüíîå ðåáðî BC, à ðåáðî
FC.

Åñëè ìû òåïåðü äîáàâèì â íàéäåííîå
îñòîâíîå äåðåâî ìèíèìàëüíîå ðåáðî BC, òî
â íåì îáðàçóåòñÿ öèêë BFC. Åñëè òåïåðü
«ñòàðîå» ðåáðî CF óáðàòü, òî öèêëà íå áó-
äåò, à ìû ïîëó÷èì óìåíüøåííîå îñòîâíîå
äåðåâî.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî âñïîìîãà-
òåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ  ìû ìîæåì ñôîðìó-
ëèðîâàòü àëãîðèòì Ïðèìà ïîñòðîåíèÿ ìèíè-
ìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ïåðâûå òðè øàãà àë-
ãîðèòìà, êîòîðûé ñòðîèò îñòîâíîå äåðåâî,
ïîêàçàííîå íà ðèñ. 1 ã.

Íà ïåðâîì øàãå èç ðåáåð AB, AF, AE �
ãðàíè÷íûõ ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ ïîêà åäèí-

à) á) â)

Àëãîðèòì Ïðèìà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà     

Âçÿòü ëþáóþ âåðøèíó â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé, íàïðèìåð âåðøèíó A, è ñ÷èòàòü å¸ ïåð-
âîé â ìíîæåñòâå «îáðàáîòàííûõ» âåðøèí V

Îñòàâøèåñÿ âåðøèíû ãðàôà � â íàøåì ñëó÷àå V ′ = {B, C, D, E, F} � áóäåì íàçûâàòü
íåîáðàáîòàííûìè.

ÏÎÂÒÎÐßÒÜ ØÀÃÈ, ïîêà íå áóäóò îáðàáîòàíû âñå âåðøèíû:
      1) Âûäåëèòü ãðàíè÷íûå ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå îáðàáîòàííûå âåðøèíû ñ íåîáðà-

áîòàííûìè;
      2) Âûáðàòü èç íèõ ìèíèìàëüíîå ðåáðî (åñëè èõ íåñêîëüêî, òî ëþáîå èç ìèíè-

ìàëüíûõ) è âêëþ÷èòü åãî â ñòðîÿùååñÿ îñòîâíîå äåðåâî;
      3) Ïåðåíåñòè âòîðóþ âåðøèíó ýòîãî ðåáðà èç ìíîæåñòâà íåîáðàáîòàííûõ â ìíî-

æåñòâî îáðàáîòàííûõ
ÊÎÍÅÖ ÖÈÊËÀ

ñòâåííóþ îáðàáîòàííóþ âåðøèíó A ñ îñòàâ-
øèìèñÿ, âûáèðàåòñÿ ìèíèìàëüíîå AB, êî-
òîðîå ñòàíîâèòñÿ ïåðâûì ðåáðîì ñòðîÿùå-
ãîñÿ îñòîâíîãî äåðåâà, à âòîðàÿ åãî âåðøè-
íà B ïåðåíîñèòñÿ â ìíîæåñòâî îáðàáîòàí-
íûõ.

Íà âòîðîì øàãå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåáðà,
ñîåäèíÿþùèå óæå äâå îáðàáîòàííûå âåðøè-
íû V  = {A, B} ñ îñòàâøèìèñÿ. Ýòî áóäóò 
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Àêèìóøêèí Âàñèëèé Àëåêñàíäðîâè÷,
àñïèðàíò ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ,
ïðîãðàììèñò ÀÍÎ «ÊÈÎ»,

Ïîçäíÿêîâ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷,
äîêòîð ïåäàãîãè÷åñêèõ íàóê,
ïðîôåññîð êàôåäðû ÂÌ-2
ÑÏáÃÝÒÓ «ËÝÒÈ»,
íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü Èíòåðíåò-
øêîëû ñîâðåìåííîé èíôîðìàòèêè
è äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Îò ðåäàêöèè: Íà ñàéòå  Èíòåðíåò-øêîëû ñîâðåìåííîé èíôîðìàòèêè è äèñêðåòíîé ìà-
òåìàòèêè http://kioschool.eltech.ru/, îòêðûòîé Ôàêóëüòåòîì êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé è
èíôîðìàòèêè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî ýëåêòðîòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ËÝÒÈ) ñîâìå-
ñòíî ñ Öåíòðîì èíôîðìàòèçàöèè îáðàçîâàíèÿ «ÊÈÎ» � ó÷ðåäèòåëåì îäíîèìåííîãî êîí-
êóðñà ÊÈÎ («Êîíñòðóèðóé, èññëåäóé, îïòèìèçèðóé»), ìîæíî çàðåãèñòðèðîâàòüñÿ íà îáó÷å-
íèå â Øêîëå è ïîëó÷èòü äîñòóï ê òðåíàæ¸ðàì è ìîäóëÿì êîíòðîëÿ.

ãðàíè÷íûå ðåáðà BC, BF, AF è AE. Ìèíè-
ìàëüíîå èç íèõ � ðåáðî AF � ïåðåíîñèòñÿ â
îñòîâíîå äåðåâî, à ìíîæåñòâî îáðàáîòàííûõ

âåðøèí ðàñøèðÿåòñÿ äî V = {A, B, F}, è íà
ñëåäóþùåì øàãå íóæíî áóäåò âûáèðàòü ìè-
íèìàëüíîå èç ðåáåð BC, FC, FD è AE.


